Il problema di «Le Scienze» n. 533, Gennaio 2013

Il venerabilissimo Eudoxyz

soluzione di Giuseppe Musolino

Il problema verte su come disegnare un pentagono concentrico con un cerchio di raggio dato
in modo che i cinque rettangoli uguali aventi come uno dei lati il lato del pentagono e per 1’altro
lato il segmento perpendicolare al precedente e delimitato dalla circonferenza data, abbiano area
massima.

11 disegno ¢ il seguente:

SOLUZIONE

La soluzione, che sara dimostrata piu avanti, puo essere esposta in questi termini: il
pentagono che produrra 1 cinque rettangoli di area massima ¢ quello che ha come lato
quello che avrebbe il decagono (regolare) inscritto in quella stessa circonferenza. Vale
a dire che il suo lato sara uguale alla sezione aurea del cerchio. Inoltre, I’altezza dei
rettangoli sara uguale al raggio in cui ¢ inscritto il pentagono cercato.

Le proprieta che ha questo particolare pentagono “aureo” non finiscono qui poiché si
puo dimostrare che la somma delle aree dei triangoli compresi tra due rettangoli conse-
cutivi, cioe 1 triangoli bianchi nel disegno come ad es. KVR, equivale alla sua area.

Inoltre, poiché il lato del pentagono (di tutti i pentagoni regolari) ¢ la sezione aurea
della diagonale, la diagonale del pentagono, che ¢ anche uno dei lati della stella, ha
lunghezza uguale al raggio del cerchio grande.

Quindi, dando il valore 1 al raggio del Cerchio di Azazel, possiamo dire che:
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e il lato del pentagono che fornisce cinque rettangoli costruiti di area massima
sui suoi lati € 0,618033...

e il raggio del cerchio in cui ¢ inscritto il pentagono cercato ¢ 0,255731...

e [’area di ogni rettangolo massimo ¢ 0,324919...

e [’area dei cinque rettangoli di conseguenza ¢ 1,624598...

DIMOSTRAZIONE

La soluzione puo essere trovata cercando il massimo della funzione S(x) che rappre-
senta 1’area di ogni rettangolo in funzione del raggio x della circonferenza circoscritta
al pentagono cercato.

Indichiamo con 1 il raggio del cerchio di partenza ovvero il Circolo di Azazel, aven-
te il centro nel punto A. Concentrico a tale cerchio disegniamo un altro cerchio di rag-
gio x (che sara la variabile del nostro problema) in cui inscrivere il pentagono che gene-
rera a sua volta altre due figure geometriche che riguardano il problema. La prima ¢ la
stella azzurra detta il Cinereo Pentacolo e poi un altro pentagono piu piccolo all’interno
della stella.

Per la simmetria della figura, risolvere il problema equivale a trovare il valore di x,
cio¢ il raggio della circonferenza in cui ¢ inscritto il pentagono che origina i rettangoli
di area massima (con 0 < x < I).

I1 lato / del pentagono ¢ dato da / =2xsen36°che ¢ anche uno dei lati del rettangolo
da massimizzare. Per trovare 1’altro lato del rettangolo dobbiamo coinvolgere la freccia
F1G;. 11 suo valore € dato da:

4

4 2 2 o)
FG, =1—\/1—Ln36 =1-+1-xsen’*36°

L’altezza Z,F; si ottiene sottraendo al raggio AG, I’apotema del pentagono e la frec-
cia:

Z\F,=AG, -F G, -AZ =1 —(1—\/1—xzsen236°)—xcos 36° =+/1—x"sen’36° — xcos 36°

La funzione da massimizzare, cio¢ 1’area di un rettangolo, quindi €:
9 b

S(x)=2xsen36°- (\/l —x’sen”36° — xcos 360)

Per semplificare la scrittura poniamo a=sen36°, b=cos36°, ottenendo:

S(x) = 2ax(\/ 1—a’x® —bx). Passando alla derivata prima:

—2a’x
S 2alV1- —bx|+2
(x)= a( a’x’ x)+ ax[z m ]

2 3.2
=2av1—a’x* —2abx — e R Y
V1-a’x’
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’x? 3.2
=2av1-a’x’ —Zabx—za—xzz—2abx: 2a\1-a’x* —4abx——2a x2 ==
vi—a“x N—a’x

B 2a(1-a’x*)—4abx\1-a’x* —2a’x’ _ 2a-2a’°x* —4abx\1—a’x* —2a’x’

J1-a’x? Vi-a’y? )
_ 2a- 4a’x* —dabxV1—a’x?
\/1 —a’x?

I1 punto di massimo si trova ponendo S'(x)=0:
2a—4a’x* —dabxA1—a’x* =0; dividiamo per 2a:
1-2a*%* = 2bxJ1-a?x* =0 : isoliamo il radicale:
2bx1—a’x* =1-24%x?; eleviamo al quadrato:
ap*x*(1—a’x*) =1+4a’x* —4a°x’

4b°x* —4a’b’x* —1—-4a’x* +4a’x* =0

—4a°x*(@® +b*)+4x*(a> +b*) =0

Qui avviene una spettacolare semplificazione basata sulla relazione fondamentale
della goniometria, la nota a”> +b° =1:

4a°x* —4x* +1=0. Posto x> =¢:
4a’t> —4t+1=0
Le due soluzioni sono:

t, =0,276393201 = x, = 0,525731111
t, =2,966428096 = x, >1, non accettabile.

I valori del lato del pentagono e delle altre grandezze geometriche sono gia state ri-
portate sopra.

G. Musolino, I/ venerabilissimo Eudoxyz, Gennaio 2013 Pagina 3 di 6
www.giuseppemusolino.it



ALTRE PROPRIETA

La proprieta appena trovata per il pentagono pud essere generalizzata per tutti i poli-
goni nel seguente modo:

P’area massima dei rettangoli costruiti sui lati di un poligono regolare con n lati
concentrico con un cerchio di raggio r, si ha quando il lato del poligono ha lunghez-
za pari a quello di 2n lati inscritto nel cerchio dato.

Come conseguenza, ad esempio, il triangolo equilatero concentrico con il cerchio di
raggio 1 per il quale i rettangoli costruiti sui lati hanno area massima, ¢ il triangolo a-
vente come lato quello dell’esagono regolare inscritto nel cerchio che, com’¢ noto, ha
lunghezza 1.

La stessa cosa accade con il quadrato, per il quale i rettangoli hanno 1’area massima
quando 1 lati su cui sono costruiti hanno lunghezza pari a quella dell’ottagono regolare
inscritto nella circonferenza. Se questa ha raggio 1 il valore del lato ¢ 0,765366:
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GENERALIZZAZIONE FINALE.

A questo punto, faccio la considerazione finale. Il lettore mi segua pazientemente.
Applichiamo la proprieta precedente, cio¢ la generalizzazione, in senso inverso. Si
potrebbe enunciare cosi:

Il lato di un poligono regolare inscritto in una circonferenza di numero pari di lati
(poniamo 2rn) ¢ uguale alla lunghezza dei lati di un poligono regolare di meta numero
di lati e concentrico con il precedente, per il quale sia massima 1'area dei rettangoli
costruiti sui suoi n lati e delimitati dalla circonferenza.

Fin qui niente di strano. L'esagono produrrebbe un triangolo per il quale abbiamo gia vi-
sto valere la proprieta, il dodecagono produrrebbe un esagono piu piccolo e... € cosi via.
Proviamo pero a considerare il quadrato come poligono di partenza, cio¢ quello con nume-
ro 2n di lati. Dal quadrato dovremmo ottenere un poligono con meta numero di lati e per il
quale dovrebbe valere la stessa proprieta. Questo "poligono" avrebbe pero... due lati! Cer-
to, lo sappiamo, ¢ un poligono che non puo esistere. Non c'¢ la fatidica spezzata che do-
vrebbe racchiudere una porzione di piano, ecc... .

Ma ammettiamo — per amore di ragionamento, si capisce — di concedere lo status di
poligono a questo strano oggetto.

Potremmo anche farcene una ragione, immaginando di rimpicciolire sempre piu il terzo
lato di un triangolo (equilatero) fino a farlo sparire completamente, portando i vertici a di-
ventare due, come quando si chiude un compasso. Non si pud essere obbligati a dire che si
ottiene un singolo segmento, potendo benissimo essere visto come due segmenti sovrappo-
sti che, pur se costretti a occupare la stessa "sottile" posizione, sono pur sempre due seg-
menti distinti. Uno va da A a B e l'altro va da B ad A. In fondo ¢ lo stesso concetto dei due
punti coincidenti che si adopera per definire la tangenza di retta e curva.

Ma torniamo al nostro aspirante poligono. Se fosse davvero tale dovrebbe condividere
con gli altri la proprietd generalizzata che ho enunciato. Per verificarlo usiamo lo stesso
procedimento che si usa per passare dall'esagono (ad esempio) al triangolo. Cio¢, prenden-
do il poligono con 2n lati — nel nostro caso il quadrato inscritto nella circonferenza — trac-
ciamo le perpendicolari ai lati che sappiamo gia essere 1 lati dei rettangoli e dei quali ci
manca solo ’altezza. I punti che saranno gli estremi dei lati del “poligono” piccolo li otte-
niamo dall’intersezione delle perpendicolari dei lati non consecutivi del quadrato (come

i d’altronde si deve fare per I’esagono). Ora pe-
\“ ro accade che 1 lati non consecutivi del qua-
N~ 2 ; drato sono quelli che si trovano 1’uno di fronte
/ | all’altro e le perpendicolari sono coincidenti.

Questo significa che il punto di intersezione
non ¢ determinato potendo essere uno qualun-
/ que, anzi tutti, 1 punti appartenenti agli altri
' due lati con il vincolo pero della simmetria ri-
spetto al centro. Prendiamo allora uno qualun-
/ que dei punti e, con la simmetria di cui sopra,
anche il secondo. Si ottiene la figura a lato in
. cui G e H sono 1 punti di cui si parla. I due ret-
p : tangoli verdi, che al solito sono quelli richiesti
e dal problema, hanno area massima quando G e
H corrispondono rispettivamente a M e N. In
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tale situazione la somma delle aree dei rettangoli uguagliano quella dell’intero quadrato o-
riginario e i “lati” del poligono sono uguali al lato del quadrato. Ecco la figura che si ottie-
ne:

Il “poligono” con due lati, avra superato il test per essere ammesso nel novero di
questa nobile famiglia che di norma accetta solo membri con almeno tre lati? Per essere
chiuso in effetti il “poligono” ¢ chiuso; la porzione di piano delimitata ¢ zero che ¢ pur
sempre un signor numero. Inoltre, secondo la definizione, deve essere definito conves-
so poiché tutti i punti del segmento che congiunge due qualsiasi suoi punti appartengo-
no al “poligono”.

Ai posteri I’ardua sentenza!

Post Post Scriptum.

Con il quadrato, poligono con 4 lati, si chiude la possibilita di tentare a ritroso la
scoperta di nuovi poligoni. Al triangolo manca la condizione necessaria e cioe quella di
avere un numero pari di lati... altrimenti...

Post Post Post Scriptum

Ma allora perché non provare anche con il “poligono” a due lati per vedere se riesce
a generarne uno con un lato. In fondo si parte da un numero pari di lati e quindi la cosa
sarebbe fattibile.

Io pero declino I’incarico!

1 file di GeoGebra che generano queste figure sono disponibili sul mio sito:
http://www.giuseppemusolino.it/?p=824
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